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科学，生態学，自然保護に応用される（例えば，Pedersen, 2006; Pillay et al., 2007; Friesen et al.,
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and Sturmfels, 2004a; Levy et al., 2006），RNAの 2次構造（Heitsch and Condon, 2002），ウイ
ルスの会合（Sitharam and Agbandje-McKenna, 2006），細胞生化学ネットワークのモデリング
（Laubenbacher and Stigler, 2004; Jarrah et al., 2007），さらに代謝ネットワークを確認する代









統学的不変量（Allman and Rhodes, 2003; Sturmfels and Sullivant, 2005），すなわち，モデルに
属する任意の確率分布により満たされなくてはならない同時確率分布上の多項式の等式の研究
である．これらの不変量は，系統樹モデルの適合度の検定のための統計量の構築に使うことが
できる（Eriksson, 2005; Casanellas and Ferna´ndez-Sa´nchez, 2007）．
系統学への代数的アプローチは代数統計学の一分野であり，計算生物学に多くの応用がある．




推測（Beerenwinkel and Sullivant, 2009），配列のアラインメントのパラメトリックな挙動の判
定（Pachter and Sturmfels, 2004a），適合度地形の幾何の研究（Beerenwinkel et al., 2007）などが
ある．代数統計学には生物学以外にも多くの応用があり，ほんの数例をあげると，データ開示
抑制（Fienberg and Slavkovic, 2004），実験計画（Pistone et al., 2001），対数線形モデルの仮説検
定（Diaconis and Sturmfels, 1998），最尤推定（Buot and Richards, 2006; Catanese et al., 2006），
















T を nの葉ノードをもつ有根樹とし，V(T )を T のノードの集合とする．それぞれのノード
v ∈V(T )についてXv を k通りの異なる値をとる離散確率変数とする．Xv が状態 iをとる確率
P (Xv = i)を考えよう．πを根 rの確率変数Xr の分布とする．それぞれのノード v∈V\{r}に
ついて，a(v)を v の一意に定まる親とする．a(v)から v への推移を k × k 行列 A(v) とすると
き，それぞれのノードの確率分布は以下の規則で再帰的に計算できる．





ij · P (Xa(v)= i).
この規則はすべての確率変数Xv の同時分布を与える．T の葉ノードを 1,2, . . . ,n,と名付け，葉
ノードの変数の周辺分布を次のように略記する．
(2.2) pi1i2...in =P (X1= i1,X2= i2, . . . ,Xn= in).
モデルの系統学的不変量とは，葉ノードの確率 pi1i2...in の多項式で，パラメタの選び方によ
らず 0 になるものをいう．これらの多項式の集合は不定元 pi1i2...in 上の多項式環の素イデア
ルをなす（Allman and Rhodes, 2003; Sturmfels and Sullivant, 2005）．さらに，次の定理が成り
立つ．






















しない対の集合を指す．dを葉ノードの対の距離とする（すなわち，非類似度写像 d :X ×X→R，
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2) : dは超計量 }
のように与えられる．これは線形な等・不等式の解の共通部分を持たない集合の和集合（共通
部分を持たない錐）である．Tnは R+ ×Rn−2≥0 に同型の錐の和集合である．すなわち，超計量の
樹は，根までの距離を固定すれば内枝の長さのみで決まる（例えば，n=3では樹のトポロジー
はただ 1つのパラメタである内枝の長さで定まる）．それゆえ錐 Rn−2≥0 は内枝の重みをパラメト
ライズする．例えば，T3 は図 1の 3つの錐の交わりであり，トロピカル幾何では直線である．
同様に無根系統樹の幾何も定義できるが，その前に非類似度写像を定義しなくてはならない．
定義 1. {1,2, . . . ,n}上の非類似度写像 {dij}ni,j=1 は，n× n 対称行列で，対角成分は 0，そ
の他のすべての成分は正である．
樹の計量を 4点条件で定義できる．非類似度写像 dは三角不等式
(2.3) d(i, j)≤ d(i,k) + d(k,j), i, j,k ∈X := {1,2, . . . ,n}
を満たすとき計量とよばれるが，計量 dが，X でラベルされる葉を持ち，各枝が非負の長さを
持ち，全ての葉 x, y ∈X について葉 xから葉 y の一意の経路の長さが d(x,y)に等しい樹が存
在するとき，樹の計量とよばれる．
定理 2.（4点条件, Buneman, 1971）dを非類似度写像とする．dは，すべての可能な異なる
葉ノード i, j, k, lについて，{dij + dkl,dik + djl,dil + djk}の最大が少なくとも 2度達成される
とき，その時に限り，dは樹の計量である．










Gascuel and Steel（2006）は，最もよく使われる無根系統樹再構築アルゴリズムの 1つである
近隣結合法（Saitou and Nei, 1987）が非類似度写像により定まるBME樹を見つけるための貪欲
法であることを示した．Eickmeyer et al.（2008）は n≤ 8の場合について多面体分割を比較した．















ここで o(T )は T の平面への埋め込みにおいて現われる葉ノードのすべての巡回置換の集合で

















定理 3.（Desper and Gascuel, 2004）T を樹長が l : E(T )→ R+ で与えられ，非類似度行列
d= {dij}ni,j=1をもつ 2分木とする．dijの分散が 2|p
T
ij |に比例する（ある定数 cについて var(dij)=
c2|p
T





{[λT12,λT13, . . . ,λTij , . . . ,λTn−1,n] : T は葉ノードを n持つ樹 }.
ラベルづけられた樹のトポロジーは，各々の葉ノードを nもつ樹（T とする）にベクトル λT を
与える．ここではそれを BMEベクトルとよぶ．任意の非類似度写像について，（2.4）を最小化
する樹は BMEポリトープの頂点であり，常に 2分木であるが，そのような樹では λTij =2−|p
T
ij |







)− 2 である．BMEポリトープの正規扇（normal fan）は，非類似度写像 R(n2)+ の空間の多
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結合法の挙動において重要な意味があり，Eickmeyer and Yoshida（2008）はそれを n≤ 7につい
て調べた．
Eickmeyer et al.（2008）は葉ノードの数が 8以下の無根系統樹について BMEポリトープを計
算論的に調べ，さらに次の一般的補題を示した．
補題 1.（Eickmeyer et al., 2008の補題 3.1）任意の葉ノードの数 nについて，BMEポリトー
プの頂点は，nの葉ノードを持つすべての無根 2分木系統樹の BMEベクトルに対応する．星
状系統樹（すべての葉ノードとただ一つの内部ノードの間にのみ辺をもつ樹）のBMEベクトル
は BMEポリトープの内部にあり，他のすべての BMEベクトルは BMEポリトープの境界に
ある．





ノードと 1つの隣接する内点からなる部分樹）をもつ 2つの 2分木は，図 2に示す 2つの葉ノー
ドの交換で関係づけられるとき，またそのときに限り，辺にならない．
Haws et al.（2011）は，任意の 2分木から他の 2分木への SPR（subtree-prune-regraft）移動は
BMEポリトープの辺に対応することを証明した．これはどのような 2分木から別の 2分木へ
の NNI（nearest-neighbor-interchange）移動も BMEポリトープの辺に対応することを示し，結





代数学からの方法が使われてきた．最近の例として，Allman et al.（2008, 2011）, Chai and
Housworth（2011）, Rhodes and Sullivant（2011）, Sullivant（2011）がある．






への TBR（tree-bisection-regrafting）移動も BMEポリトープに対応する，すなわち，もし 2つ
の 2分木 T1 と T2 が TBR移動により隣接であれば，λT1 と λT2 は BMEポリトープの辺をな
す，という予想がある．
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Algebraic Methods for Molecular Phylogenetics
Ruriko Yoshida1 (Shuhei Mano, trans. to Japanese)
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Recently there have been much work and collaborations between modern biology and
higher mathematics. A number of important connections have been established betweeen
computational biology and the emerging field of “algebraic statistics”, which applies tools
from combinatrics, computational algebra, and polyhedral geometry to statistical com-
putational problems and statistical modeling. Phylogenetics has provided an abundunt
source of applications for algebraic statistics, with research areas including phylogenetic
invariants, the geometry of tree space, and analysis of phylogenetic reconstruction. The
purpose of this review is to provide the reader with an introduction to this subject, a
noncomprehensive guide to further reading, and a collection of more detailed case stud-
ies that provide examples of how algebraic methods have been used in the context of
molecular phylogeny.
Key words: Algebraic statistics, phylogenetics.
